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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И АНАЛИЗ ИСТОЧНИКОВ

Как известно, для анализа тактических сетей связи 
широко используются математические модели в виде 
графов, представляющие собой совокупность вер-
шин (узлов сети связи) и соединяющих их рёбер (ли-
ний связи). Классический аппарат теории графов 
[1, 2] позволяет охватить многие аспекты распределения 
нагрузки при решении задач маршрутизации в сети. 
Примером тому является использование матриц 
инцидентности и матриц смежности в сочетании с 
традиционными матричными операциями [1, 2]. 

В последние годы дополнительный импульс 
развитию теории графов придали исследования в 
области искусственного интеллекта и обработки 
естественного языка. В частности, в [3] для анализа 
текста наряду с матрицей инцидентности была исполь-
зована матрица совместной встречаемости. Кроме того, 
там же в качестве средства извлечения дополнительной 
информации из структуры текста использовано 
торцевое произведение матриц инцидентности, пред-
ложенное в 1996 г. Слюсарем В.И. [4 − 6]. Этот пример 
свидетельствует о возможности применения торцевого 
произведения матриц и для анализа топологии графа 
мультиранговой сети в теории связи. 

Целью статьи является развитие топологического 
подхода к анализу мультиранговых сетей тактического 
звена управления на основе применения торцевого 
произведения матриц.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ
Рассмотрим вариант соответствующего исполь-

зо вания данной матричной операции для случая 
решения анализа фрагмента мобильной компоненты 
перспективной системы связи, представленной на 
рис. 1 вершинами 1 − 4. Составим для этого фрагмента 
так называемую матрицу инцидентности. Ее строки 
будут соответствовать вершинам графа топологии сети, 
а столбцы − его ребрам. При этом ненулевое значение в 
ячейке матрицы указывает на связь между вершиной и 
ребром (их инцидентность).

Рис. 1. Граф фрагмента тактической сети связи

Количество столбцов должно соответствовать 
максимальному количеству ребер в отдельно взятом 
маршруте рассматриваемой сети. В указанном 
фрагменте сети количество вершин – четыре, 
они, в свою очередь, соединены пятью ребрами. 

В статье рассмотрены возможности при-
менения торцевого произведения матриц для 
анализа тополо гии мультиранговой так ти-
ческой сети. В качестве примера использован 
фрагмент сети связи тактического под раз де ле-
ния, представленный в виде графа, состоящего из 
4 вершин и 5 рёбер. Для анализа структуры графа 
предложено использовать вторичные матрицы 
инцидентности и матрицы совместной встре-
чаемости (co-occurrence matrix), полученные с 
помощью торцевого произведения исходных ма-
триц инцидентности. Такой подход позволяет 
определить, сколько общих вершин имеет кон-
крет ная пара или тройка рёбер, сколько рёбер в 
данном графе образует конкретная вершина в 
сочетании с другими вершинами, какие именно 
пары вершин в исследуемом гра фе формируют 
ребро, количество вершин, встре чающихся в 
маршруте, образованном конкретным сочета-
нием пар рёбер. В частности, можно получить 
важную для анализа нагрузки в сети информацию 
о количестве рёбер, с которыми связано данное 
ребро посредством контакта в окаймляющих 
его вершинах графа. Это позволяет сформировать 
требования к пропускной способности ассоции ро-
ванной с конкретным ребром линии связи, ко то-
рая на случай критических ситуаций (подавление 
штатных линий связи помехами или выход из 
строя оборудования) должна иметь запас устой-
чи вости по скорости передачи данных.

Ключевые слова: топология, граф, вершина 
графа, ребро графа, многоранговая сеть, мат ри-
ца инцидентности, матрица совместной встре-
чаемости, торцевое произведение матриц.
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матрицы совместной встречаемости, имеет общие 
вершины со вторым, третьим и пятым ребрами. 

Элементы на главной диагонали показывают, что 
каждое ребро имеет в данном графе две вершины (в 
гиперграфах может быть больше). Кстати, получить эту 
информацию можно, сложив все строки инцидентной 
матрицы, что эквивалентно операции умножения ее на 
вектор-строку единиц

22222

10001
11100
01010
00111

11111111 GGT1 . 

или аналогично, умножив транспонированную 
матрицу G на вектор единиц 

2
2
2
2
2

1
1
1
1

10001
11100
01010
00111

1
1
1
1 T

TT GG T1    .          (4)

Таким образом, для получения информации об 
элементах главной диагонали матрицы совместной 
встречаемости можно обойтись без формирования самой 
матрицы, что упрощает дело. Однако необходимость в 
формировании такой матрицы обусловлена наличием в 
ней дополнительной информации. Чтобы пояснить это, 
перейдем от матрицы GTG к эквивалентной таблице, с 
помощью которой можно более наглядно представить 
назначение полученных матричных элементов (табл. 2).

Если провести аналогию с обработкой текста 
в [3], то вершины графа – узлы связи, – будут 
являться в данном случае эквивалентами слов в 
тексте, а маршруты передачи данных (набор ребер) – 
аналогами предложений. Впрочем, в тех случаях, когда 
подобная аналогия возможна, вполне применима и 
противоположная ассоциация.

Как видно, каждая из вершин V1 – V4 контактирует 
с рёбрами графа X1 – X5 не более одного раза, тогда как 
все рёбра соединяют по две вершины, поскольку каж-
дый столбец табл. 1 содержит пару единиц. Отсюда, 
получим матрицу инцидентности вида:

10001
11100
01010
00111

G .  

 

                      (1)

Квадратичная форма на основе указанной 
матрицы типа GTG именуется матрицей совместной 
встречаемости (co-occurrence matrix) [3]. Для 
рассматриваемого примера она будет следующей:

21101
12110
11211
01121
10112

10001
11100
01010
00111

10001
11100
01010
00111 T

TGG .  

 
Эта матрица симметрична относительно своей 

главной диагонали. Согласно теории, элементы вне 
главной диагонали полученной матрицы показывают, 
сколько общих вершин имеет отдельно взятое ребро с 
другими ребрами в анализируемом графе. Например, 
первое ребро, которому соответствует первая строка 

      Таблица 1

Порядковый 
номер вершины

Порядковый номер ребра
X1 X2 X3 X4 X5

V1 1 1 1 0 0
V2 0 1 0 1 0
V3 0 0 1 1 1
V4 1 0 0 0 1

Прежде чем непосредственно перейти к анализу 
матрицы инцидентности, составим с учетом сказанного 

для наглядности соответствующую ей таблицу 
(табл. 1).

(2)

Таблица 2
Рёбра X1 X2 X3 X4 X5

X1 2 1 1 0 1
X2 1 2 1 1 0
X3 1 1 2 1 1
X4 0 1 1 2 1
X5 1 0 1 1 2

(3)
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Нетрудно заметить, что элементы строк и столбцов 
указывают, сколько раз конкретное ребро встречается 
в данном графе в сочетании через вершину с другим 
отдельно взятым ребром (отсюда происходит название 
матрицы совместной встречаемости). Например, из 
первой строки следует, что ребро X1 имеет общие 
вершины в графе с ребрами X2, X3, X5.

Числа на пересечениях одноименных столбцов и строк 
соответствуют, как уже отмечалось, частоте появления 

того или иного ребра в анализируемом фрагменте в 
сочетании с вершинами. След от квадратичной формы 
tr(GTG), равный сумме диагональных элементов 
квадратной матрицы, соответствует полному числу 
соединений вершин с ребрами (без учёта повторяемости 
рёбер). В данном случае эта величина равна 10. 

Если вычесть из матрицы GTG удвоенную единич-
ную матрицу, то можно получить традиционную матри-
цу смежности рёбер [1, 2]:

.

01101
10110
11011
01101
10110

10000
01000
00100
00010
00001

2

21101
12110
11211
01121
10112

2TGG .

 
В результате её умножения слева на вектор-строку 

единиц можно сформировать важную для анализа 
нагрузки в сети вектор-строку, элементы которой укажут 

на количество рёбер, с которыми связано данное ребро 
посредством контакта в окаймляющих его вершинах 
графа:

33433

01101
10110
11011
01101
10110

111112T1 GGT .   
(6)

(5)

Как следует из полученного результата, все ребра 
рассматриваемого фрагмента сети имеют контакты 
с тройкой остальных рёбер, а третье ребро (X3) – с 
четырьмя. Это позволяет сформировать требования к 
пропускной способности линии связи, ассоциированной 
с ребром X3, которая на случай критических ситуаций 
должна иметь запас на 33-процентное увеличение этого 
показателя по сравнению с его величиной для всех 
остальных линий связи. Такое решение необходимо 
для обеспечения транзита данных в случае подавления 
штатных линий связи помехами или выхода из строя 

их оборудования. Из этих же соображений, каждая из 
линий связи, соответствующих остальным рёбрам, 
должна иметь возможность трёхкратного повышения 
пропускной способности по сравнению с потребностя-
ми передачи данных между парой вершин в предполо-
жении, что трафик между всеми вершинами в обычных 
условиях одинаков.

Чтобы получить дополнительную статистику 
в отношении вершин графа, следует рассчитать 
альтернативную квадратичную форму − GGT. В рассма-
триваемом примере она имеет вид:

2101
1311
0121
1113

10001
11100
01010
00111

10001
11100
01010
00111 T

TGG . (7)

Если обнулить в сформированной матрице элементы 
главной диагонали, то получим традиционную матрицу 
смежности вершин графа [1, 2]: 

0101
1011
0101
1110

L . 

                 

  (8)

При этом матрица GGT является более 
информативной, поскольку элементы на её главной 
диагонали соответствуют количеству ребер, выходящих 
с той или иной вершины (табл. 3). Например, из первой 

и третьей вершин выходят по три ребра, а из второй и 
четвертой – по два (ребра в столбцах нумеруются слева 
направо, а в строках – сверху вниз). В традиционной 
матрице смежности такую информацию можно было 
получить суммированием элементов в столбцах 
или умножением матрицы справа на вектор единиц. 
Элементы в строках и столбцах вне главной диагонали 
матрицы GGT, как и в L, указывают на наличие общих 
ребер у соответствующей пары вершин. Например, из 
первой строки следует, что первая вершина имеет общие 
ребра со всеми остальными, а вот из второй строки 
матрицы следует, что вторая и четвертая вершины не 
имеют общих ребер в рассматриваемой топологии графа. 
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Таблица 3

Вершины V1 V2 V3 V4

V1 3 1 1 1
V2 1 2 1 0
V3 1 1 3 1
V4 1 0 1 2

Разобравшись с основными возможностями 
классического матричного аппарата, применяемого 
для анализа графов, перейдем далее к более сложной 
задаче анализа большего количества сочетаний ребер 
и вершин. По аналогии с [3], для этого необходимо 
воспользоваться торцевым произведением матриц 
[4 − 6]. В частности, для анализа парных сочетаний 
элементов графа отправной точкой должна стать матрица 

инцидентности, сформированная из исходной матрицы 
G для отдельно взятых слов с помощью выражения:

I2=G □ G,
где □ – символ торцевого произведения матриц 

(сводится к кронекеровскому умножению строки левой 
матрицы на строку правой [4 − 6]).

Применительно к рассматриваемому случаю 
получим:

Таблица 4

№
вер

Комбинации рёбер

X1 X2 X3 X4 X5

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

V1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

V2 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0

V3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1

V4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1

Строка табл. 4, а соответственно и новой матрицы 
инцидентности, показывает в данном случае, сколько 
раз та или иная пара ребер встречается в конкретной 
вершине графа. При этом по паре, образованной ду-
блированием одного и того же ребра (XmXm, m= 1; 2; 
3; 4), по-прежнему можно судить о том, сколько раз 
такое ребро включено в разные вершины. По-другому 
результат можно трактовать как количество вершин, 
встречающихся в маршруте, образованном конкретным 

сочетанием пар рёбер.
Возможен также другой вариант, когда для 

формирования вторичной матрицы инцидентности 
с помощью торцевого произведения используется 
транспонированная матрица GT. В этом случае 
можно анализировать статистику встречаемости пар 
вершин посредством тех или иных ребер. Указанная 
альтернативная версия матрицы инцидентности 
имеет вид:

I2=G  G =

10001
11100
01010
00111

 

10001
11100
01010
00111

= 

1000100000000000000010001
1110011100111000000000000
0000001010000000101000000
0000000000001110011100111

. (9)

Для пояснения смысла элементов полученной 
матрицы, которую будем именовать вторичной матрицей 

инцидентности, снова обратимся к табличной форме 
представления данных (табл. 4).

I3=GT  GT =

T

10001
11100
01010
00111 T

10001
11100
01010
00111

=

1100
0110
0101
0011
1001

1100
0110
0101
0011
1001

=
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Таблица 5

№
предл

V1 V2 V3 V4

V1 V2 V3 V4 V1 V2 V3 V4 V1 V2 V3 V4 V1 V2 V3 V4

X1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
X2 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
X3 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
X4 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0
X5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1

1100110000000000
0000011001100000
0000010100000101
0000000000110011
1001000000001001

 

.                                         (10)

Ее элементы представлены также в табл. 5, в которой строки соответствуют ребрам, а столбцы – вершинам.

Из табл. 5 легко получить полное представление 
о том, какими ребрами соединена конкретная пара 
вершин. Нулевой столбец означает отсутствие ребра, 
соединяющего конкретные вершины, например, этот 
случай имеет место в отношении второй и четвертой 
вершин (V2V4, V4V2). При этом по паре, образован-
ной дублированием одной и той же вершины (VmVm), 

можно судить о том, сколько ребер подключено к этой 
вершине.

Согласно [3], матрица совместной встречаемости для 
анализа парных сочетаний может быть сформирована на 
основе произведения исходной матрицы инцидентности 
и ее версии в виде торцевого произведения 
альтернативных вторичных матриц инцидентности:

C1=G(GT  GT)=

1100110000000000
0000011001100000
0000010100000101
0000000000110011
1001000000001001

10001
11100
01010
00111

2101110000001001
1100131101100101
0000011001210011
1001010100111113

.                (11)

Полученная в результате матрица имеет размерность 
16×4 и может быть представлена в виде четырёх блоков, 

каждый из которых соответствует одной из вершин в их 
парных сочетаниях (табл. 6).

Таблица 6

Вершины
V1 V2 V3 V4

V1 V2 V3 V4 V1 V2 V3 V4 V1 V2 V3 V4 V1 V2 V3 V4

V1 3 1 1 1 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1
V2 1 1 0 0 1 2 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0
V3 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 3 1 0 0 1 1
V4 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 2

На главной диагонали каждого из этих блоков 
расположены числа, показывающие, сколько раз во 
всем графе встречается та или иная пара вершин для 
формирования какого-либо ребра. При этом элементы 
вне главной диагонали конкретизируют, какие именно 
пары вершин в исследуемом графе формируют ребро 
без учета их порядка в последовательности вершин.

Существенно, что элемент на главной диагонали 
равен сумме всех остальных элементов строки или 
столбца вне главной диагонали. Например, из первого 
блока видно, что вершина 1 (V1V1V1) задействована 
в качестве образующих вершин трех ребер. Так-
же по одному разу в графе присутствуют сочетания 
первой вершины со второй, третьей и четвертой. 
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При этом необязательно, чтобы указанные вершины в 
паре располагались подряд. Кроме того, повторяющи-
еся в комбинации вершины засчитываются как одна 
вершина, например, набор V1V2V2 соответствует паре 
вершин № 1 и 2 (эквивалентен сочетанию V1V2), а 
VmVmVm= Vm для любого m.

Ноль означает, что соответствующая тройка вершин 
не имеет рёбер, общих для всей тройки. Например, из 
первого блока матрицы следует, что единого для всех 
ребра не имеют наборы вершин V1V2V3, V1V2V4, V1V3V4. 

След, взятый в отдельности для каждого из блоков 

как сумма элементов их главной диагонали, показывает, 
сколько рёбер в данном графе образует конкретная 
вершина в сочетании с другими вершинами и с самой 
собой. К примеру, согласно первому блоку, след 
которого равен 6, первая вершина (V1) образует 3 ребра 
в сочетании с другими вершинами и является общей 
вершиной для 3 ребер (что в принципе одно и то же).

Рассмотрим теперь матрицу совместной 
встречаемости для исходной конструкции матрицы 
инцидентности, соответствующей статистике 
распределения вершин по ребрам:

C= GT(G  G) =

1100
0110
0101
0011
1001

 

1000100000000000000010001
1110011100111000000000000
0000001010000000101000000
0000000000001110011100111

.

2110111100111000000010001
1110012110111000101000000
1110011100112110011100111
0000001010001110112100111
1000100000001110011110112

(12)

Таблица 7
№
реб

X1 X2 X3 X4 X5

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
X1 2 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
X2 1 1 1 0 0 1 2 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
X3 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 2 1 1 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1
X4 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 2 1 0 0 1 1 1
X5 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 1 2

Все блоки полученной матрицы симметричны 
относительно главной диагонали. Элементы матрицы 
показывают, сколько общих вершин имеет конкретная 
пара или тройка рёбер. Как следует из табл. 7, 
соответствующей выражению (12), общих вершин 
лишены, например, все триады рёбер, содержащие пары 
X1X4, X2X5, тогда как общие вершины имеют место для 
произвольных сочетаний рёбер X1X2X3 и X3X4X5.

ВЫВОДЫ
Таким образом, использование торцевого произве-

дения матриц позволяет расширить возможности 
анализа топологии тактической сети, автоматизировать 
отдельные его этапы за счёт формирования матриц 
инцидентности и совместной встречаемости второго 

и более высоких порядков. При этом по сравнению с 
использованием кронекеровского произведения матриц 
торцевое произведение позволяет сократить объёмы 
вычислительных затрат и упростить требования к 
средствам хранения данных, особенно для сетей, чья 
топология описывается графами с большим количеством 
вершин и рёбер. 

Предложенный подход позволяет решить научно-
техническую задачу создания технологии эффективного 
контроля топологии мобильных самонастраивающихся 
радиосетей тактического звена управления. Тем самым 
может быть обеспечен требуемый уровень показателей 
их функционирования в условиях воздействия активных 
радиопомех, особенно при использовании в узлах сети 
смарт-антенн [6, 7].
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Слюсар В.І., Перепеліцин С.О.

ЗАСТОСУВАННЯ ТОРЦЕВОГО ДОБУТКУ 
МАТРИЦЬ В ЗАДАЧАХ АНАЛІЗУ ТОПОЛОГІЙ 
МАРШРУТИЗАЦІЇ БАГАТОРАНГОВИХ МЕРЕЖ

У статті розглянуті можливості застосування 
тор це вого добутку матриць для аналізу топології 
мульти рангової тактичної мережі зв’язку. Як приклад 
ви користаний фрагмент мережі зв’язку тактичного 
підрозділу, представлений у вигляді графа, що скла-
дається з 4 вершин і 5 ребер. Для аналізу структури 
графа запропоновано використовувати вторинні ма-
триці інцидентності і матриці спільної зустрічності 
(co-occurrence matrix), отримані за допомогою тор-
цевого добутку початкових матриць інцидентності. 
Такий підхід дозволяє визначити, скільки спільних 
вершин має конкретна пара або трійка ребер, скільки 
ребер в даному графі утворює конкретна вершина у 
поєднанні з іншими вершинами, які саме пари вершин 
в досліджуваному графі формують ребро, кількість 
вершин, що зустрічаються в маршруті, утвореному 
конкретним поєднанням пар ребер. Зокрема, можна 
отримати важливу для аналізу навантаження в мере-
жі інформацію про кількість ребер, з якими пов’язане 
дане ребро за допомогою контакту у відповідних 
вершинах графа. Це дозволяє сформувати вимоги 
до пропускної здатності асоційованої з конкретним 
ребром лінії зв’язку, яка на випадок критичних ситуацій 
(пригнічення штатних ліній зв’язку перешкодами або 
вихід з ладу обладнання) повинна мати запас стійкості 
за швидкістю передачі даних.

Ключові слова: топологія, граф, вершина графа, 
ребро графа, багаторангова мережа, матриця 
інцидентності, матриця спільної зустрічності, торце-
вий добуток матриць.

Slyusar V., Perepelits in S. 

APPLICATION OF THE FACE-SPLITTING 
PRODUCT OF MATRICES IN THE TASKS OF 

ANALYSIS OF TOPOLOGIES FOR ROUTING OF 
MULTIPRANE NETWORKS

The article discusses the possibilities of using the face 
splitting product of matrices for analyzing the topology of 
a multi-rank tactical network. As an example, a fragment 
of the communication network of a tactical unit is used, 
presented in the form of a graph consisting of 4 vertices 
and 5 edges. To analyze the structure of the graph, it is 
proposed to use secondary incidence matrices and co-
occurrence matrices obtained using the face-splitting 
product of the original incidence matrices. This approach 
makes it possible to determine how many common vertices 
a particular pair or triple of edges has, how many edges in 
a given graph form a particular vertex in combination with 
other vertices, which pairs of vertices in the investigated 
graph form an edge, the number of vertices encountered in 
a route formed by a specifi c combination of pairs edges. 
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In particular, it is possible to obtain information, important 
for analyzing the load in the network, about the number 
of edges with which this edge is connected by means of 
contact at the vertices of the graph bordering it. This makes 
it possible to formulate the requirements for the bandwidth 
associated with a specifi c edge of the communication line, 
which in case of critical situations (suppression of standard 
communication lines by interference or equipment failure) 
must have a stability margin for the data transmission rate.

Keywords: topology, graph, graph vertex, graph edge, 
multi-rank network, incidence matrix, co-occurrence 
matrix, face-splitting product of matrices.
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